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§1.序
20世紀 も半ば を過 ぎると,数 学 も大 きく変貌 し転換期 に立 つて い るよ うに
思われ る。 それは数学の各分野 におけ る異常 な発展 において頷かれ るので あ る
が,こ こに述べ よ うとす る素数定理 の理論 もその一 た るを失わない。
とい うのは,こ れ までの素数定理 の証 明に新 し く初 等的方法がSelbergに
よつて大 きく取入れ られ まさに一新紀元が劃 された ことを意味す る。 一体 これ
まで の解析的整数論 においては余 りに も その道具立て が大 きす ぎたよ うに思わ
れ る。 それはその価 値 をい ささか も疑 うもので はないが,よ り平 易に初 等的 に
取扱 うことが望 まれておつた と き,Selbergの公式が輝 か し く登場 しその要望
に答 えたので ある。 蓋 し1950年度Field賞が彼 に授与 され たの も当然 といえ
よ う。
以下Erd6sの 論文 〔4〕 によ りSelbergの公式 の由来 を述べ てみ よ う。
1948年に先 ずSelbergは次 の漸近公式 を証 明 した。
(1}Σ(10gP)2+ΣlogPlogq=2xlogx+0(x)
P≦x'pq≦x
ここにP及 びqは 素数 を動 く。
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この式 の証 明は当時未発表で あ り,こ れは勿論素数定理 の直接の結果で
あるが,肝 心 な ことは(11に、対 す るSelbergの天才 的証 明が全 く初 等的で ある と
い うことで ある。 これ よ り解析的整数論 におけ る種 々の定理 の初 等的証明が田
を出発点 として な され ることにな り,そ れ らは以前 には到底初 等的方法ではな
され まい と思 われ た ものであつ た。
(1]を利用 してErdδsはn→ 。。.のとき.P。+1/P,,一>1なることを証 明 し
た。 これ をよ り強 く述べ ると次 のよ うにな る。
すべて のcに 対 して,xを 十分大 きくとれば
(2}π 〔x(1+c)⊃一π(x)〉δ(c)x/logx
を満足す る正数 δ(e)が存在す る。 ここに πx)はxを 超 えない素数 の個数 で
あ る。
この(2)の証 明をErd6sがSelber9に伝 えた と き,2.日後 にSelbergは(1}
(2〕及 び(2)の証 明 のアイデ アを用 いて素数 定理 を次 の形 において証 明 した。
(3〕Iimθ(x≧=・X→OcX
ここに θ(x)=Σ109P
P≦x
さ らに数 日の問 にSe工bergは〔2}のErd6sの証 明 を簡単化 し,後 に2人 共
同で素数定理 の証 明を簡単化 した。 その新 しい証明は最早{2)を必要 としないが
〔2吸び〔3〕の証 明にお けると同 じア イデアを必 要 とした。 これ らの詳 細は 〔4〕に
あ るので ここには述べ ないが({1〕の力 を借 りずに誤差 の項o(xIogx)を用 いて
い ることだ けを注意 してお こ う)事 実Selbergはさ らに直接的 な証 明を得て い
るので ある。
以上に よ りSelbergの公式 と素数 定理 の証 明 の由来 は分つ たが、 さて こ
れ を如何 に紹介す るか が問題 とな る。 こ こで は 初 学 者 に も分 り易いよ うに と
Nagellの書物 〔6〕に よ り以下 に説 明 して みよ う。§2か ら §5までが それで あ
り,最 後 に §6においてSelberg〔8〕自身の論交 を紹介 してお く。
§2.有 限 個 の和 の大 きさの位数 に関す る補題
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xは 整 又 は連 続 な る変 数 を表 わ し無 限 大 ま で そ の 値 を と る もの とす る。 い
まg(x)が 正 な る と き,
f(x)
→o(x→ ・。。)
9(x)
な らばf(x)=o(9(x))と 表 わ す 。
例 え ばX=0(x2),sinx=0(}/x)と 表 わ され 次 の 定 理 も得 られ る。
定 理A。(S.17.T.28.P.59.し*
π(x)=ox)
こ こ に π(x)はxを 超 え な い 素 数 の 個 数 を 表 わ す 。
定 理B。(素 数 定 理,S.16.F.(3).P.55.)
π(X)「磁+・(1 。IX)
次に
景 翻 くK(x-・ ・)
な らばf(x)=0(9(x))と 表 わ す 。 こ こ にKは 正 の 定 数 を 表 わ す も の と す る 。
修デiJ。2x十レ/x==0(x),sinx==0(.1),logx・=0(草/『-x一つ
定 理C.。(S.17.F.(11).p.63.)
〔・〕
P墨10艶 一1・gx+・(・)
ここに和はxを 超 えない素数 についてのみ行わ れ るもの とす る。
この0,0な る記号はLandauが 始 めて使 つた もので あ る。
f(x)=o(9(x))ならば勿論f(x)=0(9(x))であるが,逆 は必 ず し も成
立 しない。
以上 はLandau記号 の使い方 で あるが,以 下将来 に必要 な補題 について述
べ よ う。
補題1。
*Nage]1の原 著 ,17節,定 理28,59頁を表 わす 。 以下 同様 。
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(2〕愚 ÷-1・gy+γ+・(÷)
な る式 を満足 す る正 の絶対 定数 γが 存在す る。 ここに和はn≦yな るすべ ての
正整数 につ いて行われ るもの とす る。
注意。 数 γはEulerの 定 数 として知 られて い る もので γ=0.5772156……
であ る。
証 明。yよ り大 な る最小 の整数 をzと す る。 い ま ●
δ・=÷-1・9(・+÷)
とおけば明 らかに
(3) 1・9・一Σ1・9(・+÷)一禽 ÷ 一》
とな り,対数の計算によれば
四
な るを以 て無限級数 Σ δ1・は収敏 しその和は正数 γとな る。'さらに
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な るを以て〔3はり
z-11 θ
Σ 一一=10gz十 γ十 一一
11slnz
2(z--1)
とな る。 こζに θはzの 函数 にして,ioiは正 の定数 よ り小 で あ る。 この最 後
の式か ら(2】が導かれ る。
補題2。
(5}甚 ylo祭 一÷(1・9y)2+C+・(一摯)
なる式を満足する紹対定数Cが 存在する。 ここに和はn≦yな るすべての正整
数について行われ るものとする。
証明。yよ り大な る最小の整数をzと す る。明 らかに
(1・9・)・=鴛 〔(1・9(n+・))・一(1・gn)2〕
豊
馳
素数 定理 にお け るSelbergの公式(109)
で あ る。 こ こに 〔… …〕 はGaussの 記 号 を表 わ す 。 ま た
1
1・9(n+1)=1・gn+下 一 δ・
な る を以 て
去(1・9・曙lo甕n-一 鴛@ggn+÷ δ・一"t2-一ill一δ1)
とな る。{4)によ り右辺 の第二 項はz→ 。。の と き有限 のCに 収敏 す る。 さ らに
胤@・gn+ll-6・ 一毒 一÷ δ1)
<禽1等n〈1等z+∫f-1等Xdx-1筆z+÷+19t¥-zgz
な乙を以て
三 警 一 去 α・g・)・+C+・(1讐z)
とな る。 ここにCは 絶対定数 にして,こ の式か ら直 に(5)が得 られ る。
補題3。 τ(n)をnの 正約数 の個数 とすれば,
昌 禦 一÷(1・gy)2+2γ1・gy+r2-2C+・牒)
とな る。 ここに和はn≦yな るすべて の正整数 について行 われ る。 また γとC
は補題1及 び2と 同 じ絶対 定数 を表わす。
証 明。 τ(n)はab・nな る如 き自然数aとbと の対 の個数 に等 しいので,
Σ.亘 曵_vl
n≦yn-一ab
とな る。 ここに右辺 の和はab≦yな る如 きすべ ての 自然数aとbに ついて行
われ る もので あ る・ この和 の うちでa≦ ゾyな る部分 をSi,b≦/一ヲな る部分
をS2,a≦i/t一ア に してb≦/夕 なる部分 をS3で 表 わ せ ば 求 め る和は明 らかに
Si+S2-S3とな る。 い まz㍉/ラ ー,t=2と お けば補題1及 び2よ り,お
S・認 ÷bヨ去 一愚 ÷ 〔1・9--1-+γ+・(号)〕
-1・9y・愚 ÷ 一愚lo§a+γ愚 ÷+・(})愚・
●
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・ 一〔1・9y+γ〕〔1・9・+γ+・(÷)〕
一麦(1・9・)2-C+・(⊥o薯z)+・(})
=9(1・9y)2+9γ1・9y+r・一一C+・牌)
'
.eなる。 また明 らか にS2・=SLであ り,さ らに補題1と2に よ り
S・一(Σ ユ.a≦za)2-(1・9・+γ+・(÷))2
-t(1・gy)・・+γ1・gytr・+・(讐)
なるを以て'
E]一;tiT-s、+s,-S3
31
=i(10gy)2+3γ1・gy+2γ2-2C一 τ(1・gy)2
一γ1・9y-r2+・牌)
=・}(1・9y)2+2γ1・9y+r2- C+・(響)
と な る。
§3・ 皿 δbi聴 の 函 数 と そ れ に 関 連 せ る 函 数 に 関 す る 補 題
M6biusの 函 数 μ(n)と は 次 の よ うに 定 義 され た 函 数 で あ る。
μ(1)=15
μ(n)=Onが 素 数 の平 方 で 割 切 れ る と き。
μ(PIP2'…・Pr)=(-1)「・… ・・P1,P2ド・…Prは 異 な る素 数 。
定 理1。(S.9.T.14.P.27.)
す べ て の 自然 数11>1に 対 して,Σ μ(d)=oが 成 立 す る。 こ こに 和 はnの
d
すべての正約数について行われ る。
さてMδbiusの函数を用いて次の新 しい函数 を定義 しよ う。整数h≧0に
対 して
u
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ψh(n)=Σ μ(d)(10gd)h　
ここに和 は 自然数nの すべての正約数 について行われ る。 また(10gd)oは1を
表 わす。
補 題4。 自然数nが 相異 な るh個 以上 の素数に よつて割初れ るな らば
qh(n)=O
で あ る。
'
証 明。h=Oの ときは定理1に よ り明 らか に成立 す る。 それ故h≧1と す る。
'数学的帰納法 を用 い よ う。即 ち上 の式がe≦h-1に 対 して まで成 立 して い ると
仮 定す る。n=Pωmと お く,こ こに α≧1に してmはPに よつて割れ ない もの
とす る。 しか ると き
ψh(n)=.Σμ(d)(10gd)h
=Σ Σ μ(d、d2)(logdi+togd2)h
dld2
最後の式における外側の和はmの すべての正約数d1について行われ,内 側の
和はpωのすべての正約数について行われ るものである。
それ故
OPh(n・一蕩(1)昇 μ(d・)(1・gdt)・謬 μω(b・gd・)・-s
一蕊(1)qs(m)qh-・(P・・)
とな る。 しか るにnは 相異 な るh個 以上 の素数 を有す るのでlnは相異 な るh-1
個 以上 の素数 を有す る。それ故仮 定 によ り
ψ、・m)=Os=0,1,ジ ・…・,h-1
とな る。従て残 りの項 はqh(m)qo(Pり とな るが これ の第二 因数 は0な るを .
の 以 てやは り0と な る
。
補題5。xが 正 な るとき
ス(d)一μ(d)・(1・gi)2
f(n)-2
,λ(d),●
とお く。 ここに和は正整数nの すべての正約数 について行 われ る。 しか るとき
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f(1)=(10gx)2
f(pw)=一(IogP)2十2(Iogx)(logP)
と な る。 こ こにPは 素 数 に して α≧1は 整 数 で あ る。 ま た
f(patqβ)=2(IogP)(Iogq)
と な る。 こ こにPとqと は 相 異 な る素 数 に して,α ≧1及 び β≧1は 整 数 で あ
る。
な おnが3つ 又 は そ れ 以 上 の 相 異 な る素 数 に よつ て 割 切 れ る な らば
f(n)=0
で あ る 。
証 明 は 定 義 と補 題4(h=0,1,2)か ら直 に 得 られ る。
補 題6。 す べ て の 自然 数xに 対 して
臨 μ撃)1≦・
が成立す る。
証明。 定理1よ り次の式が成立する。
ス
1=・Σ Σ μ、d)
n=1d
ここに内側 の和は正 整数nの すべて の正 約数dに ついて行われ る。 しか して,
d≧・の倍数で ≦xなるものの個数は 〔÷ 〕なるを以て上式は次のよ う曙 き
か え られ る。
嵩 μ(①匿 〕=・ 、
とな る。従て
ト訟 μ讐L・1-1葱μ(d)(÷一〔÷ 〕)1
≦畠(÷ 一〔÷ 〕)≦x-・
故に
xか 讐)≦ ・+x-・=・x"[
、
これよ り補題6が 得 られ る。
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補題7。 すべて の正数xに 対 して
〔・}d茗 μ讐)1・9÷ 一・(・)
が成立する。 ここに和はd≦xな るすべての正数dに ついて行われ る。
証明。補題1を 応用すると左辺は
愚 ・撃(1dΣ 一一 一γ十θ1--n≦tnx)
蓋
とお弾
Σ ⊥ Σ μ(δ)一γΣ 一丞壁+Σ μ(d)一色
(ll3)
と な る。 こ こ に 七=・一一・一に してiθ ・[は正 定 数C・ よ り も小 で あ る。 い まdn=m
m≦xmδd≦xdd≦xx
とな る。 ここに δはmの すべて の正約数 を動 く。定理1に よ り第1項 は1と な
り,い ま証 明 した補題6に よ り第2項 は絶対 値が ≦γとな る。 第3項 の絶対 値
は高 々÷ 濯 。・一・・な るを以て求 める結果が得 られ る.
補題8。 すべての自然数nに 対 して
{2)¥μ(d)・(÷)一 ・
が成立 す る。 ここに和はnの すべて の正約数dに つ いて行われ る。
覗 ・ω=誓 ・である.ここに和は÷ のすべての正約数 δについ
て行われ る。従て12ゆ左辺 は'
署 μ(d)響・一習 μ(δ・)
ロ
ここに右辺 にお ける内側 の和 は奄「 のすべて の正約数 について行 われ る。 定理
1に よ りδキnの ときこの内側 の和は0と な り,δ・nの と き1に 等 しい。 それ
故 右辺は1に 等 しい。dQ,E.D.
補題9。 すべての正数xに 対 して
(3)愚 μ讐)(1・gih)2-2iogx+・(・)
が成立す る。 ここに和はd≦xな るすべての正数dに ついて行わ れ る。
　
証 明 。 補 題3に お い てy=}♂ 一と お け ば ・(3)の左 辺 は 次 の よ うに な る 。
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2,1.!s(sd)〔忌 τ讐L2γ1・9÷-r・+2C〕
+愚 μ讐)(θ(÷)÷1・g÷)
ここに1引は正定数C2よ り小である。十分大 きなxに対 して最後の項の絶対値
は
、4曜.÷(÷)÷(斎)÷-x-÷ ・(愚d-÷)
-x-÷・(x3S:z--ed・)一・(
よ りiJ、さ い 。 き ら}こk=ndと お け ば,
s-2愚μ讐)愚 禦 一2患 響μ(d)<÷)
とな る。 ここに右辺 の内側の和 はkの すべて の正約数について行 われ る。 故 に
補題8と1に よ り
S=210gx十〇(1)
とな る。最後 に補題7と6を 応用す ると,式81の左辺は
210gx十〇(1)
に等 し くな る。 これで補駆9が 証 明 きれた。
§4.追 加 補 題,Selbergの公 式 の 証 明
函数 π(x)を考 える代 りに しば しば次 の函数 を考 える方が便 利で ある。
θ(x)=:Σ109P
P≦x
ここに和 はP≦xな るすべて の素数Pに ついて行 われ る。 この θ(x)に関 して
は次 のChebyshevの定理が成立 して い る。
定理2。(S.17T.30・P・60.)
ox<θ(x)<c、x
を満足す る2つ の正定数G・C1が 存在す る。但 しX≧2と す。
'この定理を用いて次の補題酉証明される。
'1
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補 題10。
(1)
P轟(1・9P)(1・gi)一・(1・gx)・
ここに和はP≦xな るすべての素数Pに ついて行われ る。
X
証明。y= とお き(1}の左辺を分 けて考 える。即 ち109X
還y(1・9P)(峠)+窯(1・9P;)(bg話)
<(10gx)ΣlogP+(10glogx)ΣlogP
P≦yp≦x
==(1・gx)θ(1
。きx)+(1・91・gx)θ(x)
ることにな る。 これは{1はり幾分 良い結果 で ある。
補題11。
て行 えば'
{2)Σ'109P;0(x)
が成立 す る。
証 明。 左辺の和は明 らか に
θ(x)十θ(レ/二藍一)十θ(V3/マ)十・・… ・十 θ(k;/一蓑「)
で あ る 。 和 は 高 々
θ(x)十kθ(レ/『玉「)
に等 しい。それ故定理2か ら大 きさの位数は
・(x)+躍 ・G/Y)一 ・くx)
とな る。
補題12。
式が成立す る。
愚f(n)=(t・gx)θ(x)+2P§θ(壼)1・9P+・(・1・gx)
(115)
これに定理2を 用 い るとこの函数 は大 きさの位数 として0 ,(x⊥ogLogx)を有す
αを自然数 とす ると き,和 をpat≦xな るすべて の素数Pω につい
に等しい・ここにkは2k≦xを齪 する最大麟 である.それ故k≦綴
f(n)を補題5に おいて定義した函数 とすればそれについて次の等
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ここに左辺 におけ る和は ,n≦xなるすべて ・L数nに ついて行 われ る。 また右辺
にお ける和 はP≦y=1/冨 な るすべて の素数Pに ついて行われ る。
証 明。 補題5よ り次式が導かれ る。
【3〕 愚f(n)一(1・gx)・+S(2(1・gx)(1・9P)一(1・9P)2)
十2Σ(IOgP)(10gq)
右辺 にお け る第2項 の和 はpw≦xな るすべて の素数 巾Pω につ いて行われ,αは
自然数 で あ る。 第3項 の 和 は 炉qβ≦xに してP<qな るすべて の素数 巾Pωと
qβについて行われ,α,β は 自然数で ある。
第2項 の和 において まずa≧2な る もののみ を考 えよ う。 い まPω≦x,α≦2
な る素数 巾の個数 を9(x)で 表わせ ばそれ らに関す る和は高 々に次 のよ うにな
る。'
2(logx)29(x)≦2(10gx)2(レ/　i『十】夢/Y十 ・・…t十kレ/-f)
こ こにkは2k≦xな る最 大 の 整 数 で あ る。 そ れ 故 和 は
2(1・gx)・k}/天≦2(1・gx鴫 舞}〆 マ ー・(x1・9・)
を 超 え な い 。
次 に α=1の 場 合 を 考 え る と補 題10に よ り
Σ(2110gx)(logP)一(109P)2)
P≦x
-(1・9X)愚正・9P+愚d・9P)(t・g言一)
==(109X)θ(X)→-0(xIOgX)
と な る。 故 に 両 者 を 合 計 し て 第2項 の 和 は
四 、(109X)θ(X)+0(xlOgX)
と な る。
メ
第3項 の和 を求 め るために補題11においてxの 代 りに一石B一とおけば,β≧2,
α≧1な る和は大 きさの位数 として
Σ1・gq・(X
qβ)一・(x)∫畢 一・(・)
素 数定理 にお け るSelbergの公式(117)
を有する・ここにすべての素数qに関する無購 量 一響 は明らかに轍
す る,そ れ は β≧2で あ るか ら。 そ れ 故 第3項 の 和 は
(5)2、 Σ「(109P)(logq)十〇(x)
とな る。 こ こに 和 はpq≦X,P<qな る す べ て の 素 数P,qに つ い て 行 わ れ る。
い まy=/一 玄 と お け ば この 和 は
Σ(logP)(10gq)一 Σ(logP)2
pq≦x』P≦y
=Σ(10gP)(10gq)+Σ(loyp)(logq)
P≦yq≦y
pq≦xpq≦x
一 Σ(logP)(10gq)一 Σ(logP)2
P≦yp≦y
q≦y
とな る。 定 理2に よ れ ば最 後 の2項 は 大 き さ の 位 数 と して 高 々
(θ(・/一一ii"))2=0(x).
(1・9/ff)θ(T/Y)=O(/マ1・gx)
を有 す る の で(5)は次 の よ うに な る。
P2y(1・9P)θ(÷)+q§(1・gq)θ(÷)+・(x)
-2
ply(1・9P)θ(蓋)+・(x)
この式 と(4)を〔3〕に代入 す ることによつて補題12が得 られ る。
さてい よい よSelber9の基本 公式 を述べ よ う。
Selber9の定理。y=1/LSiとお けば
θ(x)1・gx+2
,iyρ(÷)1・9P-2・1・gx-・(xl・gx)
となる。
証明。 補題12を用いると左辺は
。遷 。f(n)一2・1・gx・+・(x1・gx)
に等 しい。補題5のf(n)の 定義 によれ ば
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S=Σf(n)=Σ Σλ(d)
n≦xn≦xd
に して,こ こに内部 の和 はnの すべて の正約数dに ついて行 われ る。故 に
s一愚 λ(d)〔i〕一愚 λωCを …)
ス
こ こ}こo≦・・〈1・ い まz=(1
。gx)・一と お け ば
愚1λ(d)隠(1・9÷ア=愚(1・9--i)2+義(1・9÷)2
≦z(Iogx)2十4x(10910gx>2=0(x)十〇(x(Io910gx)2)=o(xIogx)
故 にS-dlll。λ(d)÷+・(x1・9・)
一愚X撃(1・9÷)2÷ ・(xl・9X)
とな り,補 題9に よ り
S=2xIogx十〇(xlogx)
とな る。
これでSelbergの定理が証 明 され た ことにな る。
§5・ 素 数 定 理 の 初 等 的 証 明.
以上 ですべて の準備は完了 したので あ るが,素 数定理が次 の命題
(1)。聰 聖!-・
と 同 値 で あ る こ とは 周 知 の 事 実 で あ る 。(S.17.B.(13).P.63)
趨2に よ り 禦 はxの 増加につれて下限 ・と上眼Aを 有し,・<a
≦Aな るを以て(1)を証 明す る代 りに
〔2〕a=A=1
を証 明しよ う。以下 の証 明はSelbergの公式 を基礎 においてい るので あ るが,
この公式 を次の よ うに変形 してお く。
(3)el(i1x)+
xllgxp暴 θ(話)1・9P-2-・(・)
ここに和はP≦y=/-iな るすべ ての素数につ いて行われ る。 なお定理Cの 公
素数定理におけるSelbergの公式(119)
式 も必要 とす るので再掲 して お く。
【4)
P§10葺P-1・gx+・(・)
ここに和 はP≦xな るすべての素数 について行わPtる。
先ず補題か ら片付 けてい こ う。
鞭 ・3。lim・up!1(2!:)L=Aacしてかっliminf』 鯉 一aな らばx→ うcXx一 ゆOqX
{5}A十a==2
で あ る 。
調 一塑 がAに 鰍 するようにxを 無限大に近づけることは可能であ
る。 また εを与 え られた正数 とす れば,十 分大 きなすべて のxと すべ ての素数
lP≦y=レズ玄に対 して
θ(÷)〉(・一の÷
が成立する。従て
x1姦。認yθ(÷)1・9P≧2竃≧ 認y101P
とな る。{4}によ りこの不等式 の右辺 はx→ 。。 の と きa一 εに収敏 す る。 それ故
(3〕を用い ると,2-A≧a一 ε とな る。 これはすべて の正数 εに対 して成立 す る
ので
(6)A十a≦2
が得 られ る。
一方 θ讐 が 曜 轍 す るよ うICxS限大1こ近づけることが可能である.
また εを与 え られた数 とすれば,十 分大 きなすべ てのxと すべて の素数P≦y
=/一正に対 して
e[(IEX)<(A+の÷
が成立す る。従て
轟P罫 θ(÷)1・9P≦発 認P暴 響
(120)人 文 研 究 第 十 輯 智
とな る。〔4〕に よ りヒの不等式 の右辺 はx→ 。。 の と きA十 εに収敏 す る。それ故
〔31を用 い ると・.2-a≦A+εとな る。 これはすべ て の正数 εに対 して成立す るの
で
A+a≧2
が得 られ る。 この不等式 と(6}によ り{5}が導かれ る。
以下においてはつねに 一孕 椥 こ収敏するよ うに変数xが無限大に近づ
く もの とす る。
補題14。 λはaよ り大 な る与 えられ た数 とし,次 の和
s(x)一Σ・塊E
P
が 陰 と θ(÷)≧ 餐 を齪 す るすべての素数Pに ついて行われるもの
とする.し か るとき商 一膿 はx→ ・・ のとき ・に収敏す る.
証明。y=/石 「とお くことによつて
愚 θ(÷)1・9P遺bgPp愚bgq
-
pi;iyθ(XP)1・9P+蓬yθ(奇)1・gq-(pi,1・9P)2
-2蓬
yθ(XP)1・9P-(θ(,/3i-))2
とな る。定理2に よ つ て 最 後 の 項 は位数0(x)を 有 す る。 この式 を用 いて
Selbergの公式(3}を次 の よ うにか きか える。
(θ(xX)+xl毒X
p惹 θ(÷)1・9P-2=・(・)
　
εを正 の数 とすれば・εに従属す る或数uを 超 えるすべ て の 『1アに対 して
θ(÷)》(・一の 蓋
　
となる・従てP≦uな るすべての素数Pに 対 して
(8}θ(÷)〉(a一の÷-b
素数定理におけるSelbergの公式(121)
が成立 す るよ うな正数bが 存在す る。 ここにbはuに 従て また εに従属 して い
る。 この不等式 はすべて のP≦xに 対 して成立 してい る。
いまθ(÷)≧ 新 る如きすべての素数P≦xに対して和Σ鰭 えれ
ば
{9)X・θ(二P)1・9P≧λxy響
〉(λ一a)xEi'撃+(・ 一・)認10餐P
となる・またθ(ΣP)<華 なる如 きすべての素数P≦Xに 対 して和x・鰭
えれば(8}によ り
aorEt・ θ(茎P)1・9P>(a'一・)皿10菩P-bθ(x)
となる。{9)と征①により
愚 θ(1)1・9P-X・e(x)1・9P+2i'iiθ(毛)1・9P
>(・一・)X
p乙10著P+(λ 一・・)xX・一響 一bθ(x)
θ(x)がA
に収敏す るよ うに無 限大に近づ くxの 値 にこれ を(7}に代入す ると,
X
対 し て,次 の 式 が 成 立 す る 。 そ れ に は 四 を 用 い る 。
万1109旦
A十(a一 ε)十(λ・一一a)limsup_ 一一_P-._≦2
x→tOlogx
こ こ でa+A=2を 用 い る と
ΣノIogP-
1imsup__P_≦ ε
x→cologx λ・-a
しか るに λ一一a>0に して ・εは任意 に小 さ く選 ぶ ことが出来 るので補題 は成
立す る。
補題15。μ<Aが 与えられた正数で,
P≦/マ・qイ 事 ・b」(Xpq)≦k
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を満足するすべての素数Pとqに 対 して次の和を考 える。
R(x)-xi(雫)(10磐)
R(x)しか
る と き 商(1。gx)ゼ
はx→ ・◎◎ の と き0に 収 敏 す る。
iliEH」ieS・1b・・gの公式に樋xの 代 り帰 とおけば・・一♂ 著 とお く
ことによつて
θ(÷)==2
P9!一+艦)-b'X忌 θ(毒)1・gq
P
が成立す る・ この式 をS・lb・・g公 式}こお ける θ(÷)に 代入す るとy・・1/-if
とお くことによつて次式が得 られ る。'
θ(x)=2x+・(x)「譲 x認ylo艶(2+・ く・))+1謙
ここに
V・=
p?;qθ(!pq)⑳留 ～警q)
P
にして・ この和はP≦ 函q≦ 痛 なるよ うなすべての素数Pとqに つ
いて行わ れ る ものとす る。 しか るに(4)によ り
P§lor蝕1・gx+・(・)
な るを以て,こ れを上式に代入すれば
4▽
θ(X)=1。gy+0(X)
と解 和Vの 各聯 いてP≦ ・/'3i',q≦浮 るを以てpq・・P'1(pq・)'1"'
≦xTと なる。それ故 δを正数 とすれば
θ(主
pq)<(A+δ)黄
が十分大 きいXに 対 して成立 す る。
いま ▽=Σ!十Σ"
とかき・第・項はP≦函qイ ÷ ・θ(X
pq)≦欝 るすべての素数
1
素数 定理 にお け るSe]bergの公式(123)
P・qについての和とし・第2項はP≦ ・品q≦ 蒔 ・θ(Xpq)〉艶
るすべて の素数P,qに ついて の和 とす る。 しか るとき
t
蟹 b≒ ・響 ・響
+(A+δ)副晦 弩P・摯
とな る。 ここに和 は上 に述べ たよ うに とる。
これよ り次式が得 られ る。
V≦(A+δ)xW-(A+δ一μ)田
b誌 讐P・ 禦
P
こ こに
W=認鵡 響 一沁lq-P塁b誌響q墨1等墜
PP
にして和はP≦ 脚 ・ なるすべての素数Pとq≦・イ ー}な るすべて の素
数 について行われる。{4}を用い ると
W-
P蚤 撃P(1至「+o〔1))-t1・gx+・1・gx)
なるを以て
4
θ〈X)≦(A+δ)X-T
。9X(A+δ 一μ)X
×ギ マ響 響 極
P
こ こ に ηはx→ ◎◎ の と き0に 収 敏 す る。 こ れ よ り
(410gx)・(A+δ一μ)ylo罫 一聖
θ(x)≦A
+δ 一 十 ηX
θ(幻とな
る。 ここに和 は補題15に お け る もので ある。故 に がAに 収敏す る
x
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よ うに無限大 に近 づ くXに 対 して
無 ・up(1。lx副o芸P101q≦4(遥μ)
とな る。A--pt>0にして δは任意の正数 な るを以て補題 は証明 され た ことにな
る。'
さ て 補 題13,14,15に よ り次 の 式
a動a・A=1
を証明することが容易になつた。
い まA>aと しよ う。aを σa<Aを満足す る正数>1と す る。 そ して δを
A-aσ≧δσ十2δ
を満足す る小 さい正数 とす る。 またNを 自然数 として次の和を考 えよ う。
S一Σ,聖 逗.些 組 万、109「
pq「
ここにX2は
P≦Vτ ・q≦♂}・pq≧]);Ti,θ(xp
q)≧(A一δ)黄
を満 足す るすべて の素数P,qに ついて行われi3は
遇 一〈。≦ 。pq
σ
を満足す るすべて の素数rに ついて行われ る。 もしかか る素数rが 存在 しな け
れば和S3==oで あ る。
和X3に お ける各項 に対 して,xが 十分 大な ると き
　 　
r≦apq=aP}2'(Pq2)-2-
　 ユ 　
≦aX'4'X'2"=aX'`≦X
を 得 る。 ま た 同 じ各 項 に対 してxが 十 分 大 な る と き次 の 不 等 式
圖 θ(÷)〉(・+δ)÷
の成 立す ることを証 明しよ う。 この不等式 は,囮 に よ り
、素 数定 理 にお け るSelbergの公式'(125)
θ(Xr)≧θ(孟)≧(A一δ)壷 〉(A一δ)奏≧(a+δ)蓄
が成立す るので,ま ずr≦pqな るすべてのrに 対 して成立す る。
次 にr>P9な る項 について考 えよ う。
　 　
=vと お く とu<v≦ouと な る。『 一 =1ユ,'
「pq
そ こでSelbergの公式
(1・9X)θ(X)+欝(})1・9P
=2xlogx十〇(xlogx)但しy=γ/Y,に お い てx=vと お い た 式 か
らx=uと お い た 式 を 引 く と
(10gv)θ(v)一(10gu)θ(u)
≦2vlogv-2ulogu十〇(uIogu)
即 ち
θ(U)≧藩 θ(V)-2(V-U)-2V塊譜9U+・(U)
が 得 られ る 。故 に
θ(u)〉(A一δ)v-2(v-u)十〇(u)
=2U《2-A+δ)V+0(U)
と な り,a+A・ ・2,A--ao≧δσ+2δ を代 入 す る と
θ(u)〉(a十2δ)u十〇(.u)
とな る。 そ れ 故xが 十 分 大 な らば
θ(董)=・ti(u)〉(・+δ)u=(・+δ)1とな り・すべ ての ・に対 して
不等式姻が証明された ことにな る。
従て .S≦Σ 壷9L」 、10既10gq'rrPq
とな り・ここに和は ・≦・にして θ(÷)≧(・+δ)静 るすべての素獅
ついて行われ る・ またX4はP≦1/マ・qイ マ ・÷ ≦pq<・・な るすべて
の素数P及 びqに ついて行われ る。 それ故y=1/Y,七=σ 「とお くことによ
P
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・
、 つ て.
蚤1響10琶q≦1愚1・9P蓬 、1・gq
,一 緩y(1・9P)θ(筈)<唱10餐P〈c・ ・1・gx
が成立 す る。 ここICCIとc2は正 の定数で あ る。従 て
S≦ ・・1・9XΣ10野「 ・
とな る・ ここに和は 凶 にして θ(…)≧(・+δ)}な るすべての素 数 ・
につ いて行われ る。補題14によ り
囲S=η 、(109X)2
が得 られ,こ こに η1はx→◎oのときoに 収敏す る。
さて次 の和 を考 えよ う
T-XI・9P1・gq-
PP
こ こに和 は
P≦VX-・q≦G'・pq≧N
な るす べ て の 素 数P,qに つ い て 行 わ れ る。
y=v/t-if,z=声/灰『,n=1/一貢『と お く と
T≧(P董yl・9P
P≧nP)(慧 讐9)
な る を以 て 性}によ り
個T>c、(logx)2
と な る。 こ こ にC3は 正 定 数 で あ る 。
T。E',109Elogq+Σ ・,logP巫 阻
1》qPq、
とお き,こ こ に後 者 の 和 は
P≦/応qイ ÷ ・θ(三pq)<(A一δ)孟
素 数定理 にお け るSelbergの公式(127)
を満 足 す るす べ て の 素 数P・qに つ い て 行 わ れ る もの とす る 。 この 後 者 の 和 は 補
題15に よ り η2(logx)2に等 し く,η2はx→ 。。の と きoに 収 敏 す る。 故 に
肖 喫 旦 一丁一㌔(1・9X)2
とな り㈲の不等式を用いると
圃 為 ユ響 卑 〉去c3(1・gx)2
がxの 十分大 きな値 に対 して成立 す る。
10gr和X
2において いまxの値 を固定 し,和X3 がその 極 小 値 μ,μはxに
r
のみ従属 して い る,を とるよ うな素数P,qに ついて考 えることにす る。
しか ると きa6)によつて
S≧μ昂 響lo竃q>告 幽(1・gx)2
とな る。 この結果 を不等式叫 と比較す るな らばx→ 。。に対 して
logr
μ・.E3→Or
とな る。従てすべての正数 εとすべての自然N数 に対 して
「雪t1・gr
-<ε
rra>t
七
を瀬足 す る数1=pq≧Nが 対応 す る。 ここに和 は 〉""Tecして ≦atなるす べ
て の 素 数rに つ い て 行 わ れ る。 故 に これ よ り
r≦at
Σ10gr<ε σ七
ra>t
に して
働 ・〈・七1一θ(1)<s・t
と な る 。 も しN従 て 七が 十 分 大 な らば,
θ(at)〉(a一ε)6出
にしてe(1)<(A+の ÷ f
(128)人 文 研 究 第 十 輯
な る を 以 て ㈲ よ り
A十 ε 〆
(a一ε)σ一 一 く εσσ
とな る。 この不等式 はすべて の正数 εに対 して成立す る。故 にaσ2-A≦oと な
る。一方aσ<Aに してa>oで あ る。
AAA
故 にすべて の数 σ<aは σ2<嘱「 な る性質 を もつ。 もしaが 一膏一に収敏
すれば・(÷)2≦÷ 即塗 ≦・となる・しか るに・≦A・a+A-2なるを
以て明 らか にa=A==1と な る。Q.E.D
上 の証 明 にお ける新 しい基礎事項 は漸近公式(3)(Selbergの定理)であ る。
この公式か ら素数定理 を導 く方法 は幾 通 りもある(例えば〔2〕を見 よ)。Selberg
の最初 の証 明 は1948年に得 られ た。 本節で述べ た証 明はそれ に関連す る もので
あつて,vanderCOrpu七によ る説 明 と1948年にお けるErd6sの講演 〔5〕の
ノt-一トに基礎 をおいてい る。Selbergが1949年に出版 した論文 〔8〕において は
基礎公式{3〕か ら素数 定理 を導 くのに他の方法 を用 いてい る。
上 に述べ られた証明において は解 析 学にお ける概 念 と結論 の応用 を完全 に
避 け るよ うに修正 されて い る。
Selbergのアイデ アによ り,素 数 の理論 はま さに新 時代 を迎 えて い るとい
えよ う。
§6.Selbergの 証 明
Selbergの論文 〔8〕にお ける彼 自身の証 明 と最初 の証 明を述べてみ よ う。
証 明が初 等的で あ るとい うのは解析学 を用 いないで ただ対数 の性質 を用 い る
だ けとい う意味で ある。素数定理 を次 の形
(1)1imθ(x!-・(x>・)
苧
X-→00
{2〕 θ(x)=Σ109P
P≦x
'で証 明しよ う
とす るので あ る。 証 明にお ける新 しい基礎事項 は次 の漸近公式 で
あ る。
素数定理におけるSelbergの公式(129)
(3〕 θ(x)1・gx+愚1・9P,θ(÷)-2x1・gx+・(x)
この公式 か ら素数定理 を導 く方法 は幾 通 り もあ るが,後 に 述 べ よ うと す る
Selbergの方法は現在最 も直接的で あ り最 も初 等的 な ものであ る。 とい うのは
上限下限 の概 念 を避 けて お るか らで あ る。 しか しその方法はSelbergが最初 に 一
得 た証 明ではない。
Selbergの始 めの証 明は これ とは異 な り,P.Erdδsの結果 を用 いた もの
であ る。 ここにErdδsの結果 とは次 の もので あ る。
任意 の正 の定め られた数 δに対 して,XとX+δXと の間にあ る素数 の個数
がK(δ)x/10gx以上にな るよ うな,K(δ)>0とXo:Xo(δ),x>Xoとが存
在す る。
Selbergの最初 の証 明は以下次 の通 りで あ る。
先ず
1i皿θ(x≧-a,価 θ(x'-A'-XX
なる記号を導入 し,良 く知 られた結果
(4)愚10欝 一厨 ・(・)
を用いて 〔3)から容易に
(5}a十A=2
を導 く。次 にxを 十分大 きくと り
θ(X、=ax+0(X)
を用い る ことによ り〔3)を変形 して
(6}(θ(x)一・x)log・+愚bgP(θ(÷)-A÷)一 ・(x)
が得 られる。次に
Σ 聖 し 。(1。9X)
lP
にな るよ うな素数 ≦xの 除かれた集合以外については,定 め られた正数 δに対
して
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{7り θ(÷)〉(A-P)÷
が 成 立 す る。 ま た
θ(x')=Axノ+o(x')
を 満 足 し/τ<xノ<x
な るxノが 存 在 す る。(6}にお い てaとAと を い れ か えxノ をxと 置 きか え れ ば
(8}・(})<(・+δ)一芸
が2響 ・・(1・9・)
になるよ うな素数 ≦xの除かれた集合以外に対 して成立す る。
Erdδsの結論か ら
XX1X-<一 一ン〈(1十δ)-
PPP
な る除外集 合のいずれ に も属 さない素数Pと}"'を 選 ぶ こ とが出来 る。 それ故
〔罰と{8)とカ〉ら
(A一δ)÷<θ(÷)≦θ(})
Xノ 　
<(a+δ)『<(a+δ)k1+δ)NP'
それ故
A一δ<(a十δ)(1十δ)
δをoに 近 づけ るとA≦a。
しか るにA≧aに してa+A=2な るを以 てa;A;1と な る。 これで定
理 が証 明 された ことにな る。
Erdδsの結果はSelbergの最初 の考 えとは無 関係で あ るがSelbergの公
式 に基礎 をお く もので ある。Selbergは上 の証 明の後半 の部分 を考 えて おつた
ので あるがそれが丁度Erd6sの ア イデ アに合致 した訳で あ る。つ ま り両 者 は
独立 に考 えておつたので あ る。
彼 等の方法は もつ と一般 の問題 に応用す ることが出来 る。例 えばBeurling
素数定理に韓けるSelbergの公式(131)
、 によ る解析的方法で 証 明 され た 若 干 の問題 を証 明す ることが出来 る。 しか し
Beurling〔1〕程 結果 は鋭 くない。 また算 術級数 におけ る素 数定理 も証 明で き
る,そ れにはDirichletの定理 に関す るSelbergの論文 〔7〕におけ るア イデ
ア と結果 を用 いなければ な らない。
さてSelberg〔8〕の証 明を以下 に述べ よ う。 その際(4}と もに次 の結果
が必 要で ある。
(9}0(x)=・0(x)
まずxを 正数,dを 正 整数 とす るとき
　
"orλ …Z… 一μ(d)1・92一丁
と お き,nが 正 整 数 な らば
面 θ・=θ・,・=Σ ・/・λ・
と お く。 しか る と き
■縣 〆 …
が成立す る。 これよ り次のSelbergの公式が導かれ る。
'a3
P§1・92P+P忍1・9P1・gq-2・1・gx+・(x)
この公式を次のように変形しておく。
ma・(x)1・gx+愚1・9PθG)-2・1・gx+・(x)
そのためには次 の式 を用いなければな らない。
P§。1・92P一θ(x)1・gx+・(x)
いま鰍 の部分和をとると
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an愚1・9P+ P愚 」P祭辮 墜一=2・+・(XIOgX)
とな る。 これより
P塁.1・9P1・gq
-2x1・gx-
q愚 。警 雛 工 θ(三qr)+・(・1・91・gx)
が得 られるので これを圖の第2項 に代入することによつて
㈲ ・(x)エ・gx-P昌10瀦 鑓 一 θ(孟)+・(xl・91・9・)
とな る。 さて
θ(x)=x+R(x)
とお けば曲 よ り容易 に.
aTRx)1・gxヨ ー愚1・gpR(茎P)+・(x)
とな りまたα6)より同 じく
⑱R(x)1・gx-P愚 努 諸 コR(黄)+・(・1・gl・gx)
が得 られる。 この吻 と略 とよ り
ag)i"(x)i≦1毒x劇R(÷)i+・(x」盤gx)
が得 られるが,R(x)の若干の性質を調べて みよ う。
まず四 より部分和をとることによつて
濯 。 θ黒 一1・gx+・(・)
即ち 愚 聖 一・(・)
とな る。 これはX>4な るすべ てのXとX,>Xに 対 して
⑳ 唾 匙,一 聖)1<K・
を満足す る絶対 定数K1の 存在す る ことを意味す る。従てR(n)がxとx1と の
素 数定 理1ζお け るSe]bergの公式(133)
間 で そ の 符 号 を 変 え な い な らば,
≦堕(y)<K2⑳}
ybg÷K・ ≧ ・
を満足 す るyが 区 間X≦y≦Xノにおいて存 在す る。 これはR(n)が その符号を
変 える場合 に も成立 す ることが容易に分 る。
か くして任意 に定 め られた正数 δ<1とx>4に 対 して
⑳IR(y)1<δy
K2/δ
を満足 す るyが 区 間x≦y<eXに 存在す ることにな る。㈲ よ りy<yノに
対 して
・≦
y<謀 ジ1・9P≦2yi-y)+・(y/logyノ)
が得 られ,こ れ よ り
IR(y・)-R(y){≦y・-y+・(■爺 う
とな る.故 に 董 ≦y・≦2y・y>4な らば
lR・ゾ)-R(y)1≦〆-y+・C1董 シう
即ち
IR(y・)≦IR(y)1+y・-y[i+・(・1。ぎゾ)
と な る。 さて 区 間(X,ek2/δX)を 考 え る と,⑳ に よ り
】R(y)1<δy
備 足するyが 区間障 存在す る・ それ故区聞 董 ≦y・≦2yの或 るy・に対 し
て
IR(剛≦酬 ゾ プー+藩
即ち
ト等期 く2δ+1・一チ!+k'x
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力磁 す る・故 にx>・K'/δ と ・一(δ/2)≦一チ ≦eδ12な らば
墜 劉 く2δ+(・宴一・)+δ<4δ
とな る。それ故X>eK3ノ δ に対 して区間(X,eks/δX)はは つ ね に,Zを 部
分区間 の点 とす ると きlR(z)1<4δZを満足す る部分区 間(y、,eδノ2y、)を含 む
ことにな る。
さていよいよ 無 禦 一・を翻 することになるが,こ れ と明 らかに
同値 な式
OS)limR(x)一 。
x→)QX
を証 明 しよ う。x>1に 対 して
⑳!R(x)1<K4x
が成立す る。 いま或正数 α<8に 対 して
⑳IR(x)1<αx
ぴ
がすべて のx>x・ に対 して成立 す ると仮 定 しよ う。 δ=一『 と.お け ばXo>
eK31δ と仮 定 し て 差 支 え な い か ら(x,eK2/δx)x>x。 な る型 の す べ て の 区
間 は,y≦z≦eδ/2yに 対 して
②⑤lR(z)i<αz/2
を 満 足 す る区 間(y,eδ!2y)を 含 む 。 ・
そ れ 故 ⑳ を 用 い る と(19)から
lRCx)1≦1。lx愚iR(÷)ト・(毒 …)
<K-1毒x(./x。畏。錨+1毒
×轟)÷i÷R(X n)!+・(7蘇)
が得 られ る。い ま ρ=eK21δとお けば2Sと2⑤を用い ることによつて
IR(x)・<α(α21-300K2)x
'コ
素数定 理 にお け るSe】bergの公式(135)
がXN>x1に 対 して 成 立 す る 。 こ れ よ り反 復 過 程
αn+・一(・ 一論r>
り
は0に 収敏す る。それは例えば α、=4(そ.のとき α、<K5/ゾn)を 以て
始 めて みれば明 らかである。故に⑳が証明され素数 定理 が成 立 したことにな
る6
上の証明においては実際にSelbergの公式㈲の威力を用いてお らない。ま
た剰余項0(x)の代 りにb(xlogx)を用いている。また剰余項がo(10gx)と分
かればx>1と 或正数Kに 対 して θ(x)>Kxなることを知 ることによつて{4)の
威力を用いる必要なしに定理を証明することが出来 る。 しか しその た めに・は
R(x)の性質に関す る議論に若干の変更を施 さなければならない。
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